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Modélisations

Analyse dimensionnelle et lois de similitude

1 - Modeles et simulations.

- Du modéle ala simulation

L’ observation n’ est pas toujours possible ni suffisante pour étudier un phénomene réel. Les
causes principales en sont le manque de moyens techniques, financiers ou théoriques. La
simulation est alors d'un grand secours pour approfondir |’étude. La simulation est
I'expérimentation sur un modele du phénomene que I'on veut étudier. Le modéle sur lequel
Sappuie une simulation est fondé sur une théorie, c'est-a-dire une description abstraite de la
réalité. Dans le cas ou le probléme physique est basé sur une théorie reconnue et éprouvée,
la simulation sert a évaluer ou a veérifier le comportement de I'objet d'éude. De tels
modeles servent a dimensionner des ouvrages ou a établir des essais de laboratoire en génie
civil par exemple. Quand la théorie n'est pas assurée, la simulation permet, par
confrontation avec la réalité, de tester sa validité. Les modéeles sont de deux types,
numérique et analogique. De tels modéles existent dans beaucoup de disciplines mais
nous nous limiterons ici ala description des simulations des phénomenes physiques.

L essimulations numériques

Les modéles numériques sont basés sur une formulation mathématique du probleme a
I'aide des lois de la physique et d hypothéses complémentaires. Les résultats sont donnés
par des solutions analytiques ou plus fréguemment par des calculs numériques sur
ordinateur.

L essimulations analogiques

Les modéles anal ogiques sont des mécanismes physiques, présentant des analogies avec le
phénomene décrit par lathéorie. Ils sont utilisés lorsgue les model es numériques n’ existent
pas, ne sont pas assez performants ou ne sont pas utilisables par manque de calculateurs
assez puissants. L’ utilisation de conducteurs électriques pour modéliser |’ écoulement de
I’eau dans un milieu perméable, est un exemple de résolution analogique d équations
différentielles.

Parmi les modéles analogiques, les modéles réduits ont été tres tét et largement utilisés a
cause leur ressemblance structurelle avec la réalité. On appelle prototype le corps physique
gue le modéele réduit représente a une plus petite échelle. Plus généralement, on entendra le
mot prototype comme corps physique a modéliser nhumériquement ou analogiquement.
Dans notre cas, le prototype est un ouvrage souterrain réel a modéliser.
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L’ élaboration d’un modéle

L’éaboration d'un modéle, numérique ou analogique, se fait en plusieurs étapes
introduisant chacune, erreurs et incertitudes :

- Détermination des phénomenes et des parametres

- Définition du prototype : caractéristiques dimensionnelles et structurelles

- Construction d’ une théorie

- Réalisation du modele

Pour un modéele numérique, aussi bien que pour un modele analogique, la forme des
équations issues de la théorie, donne avant toute résolution numérique et analogique, des
renseignements sur les relations entre les variables du probléme. L’ étude de ces relations
fait I’objet de I’analyse dimensionnelle, qui elleeméme est a la base des théories de la
similitude dimensionnelle.

2 - Analyse dimensionnelle

L'analyse dimensionnelle est I'étude de la forme générale des équations régissant un
phénomene physique. Elle s'intéresse aux dimensions des variables intervenant dans les
equations scientifiques. La propriété d’homogénéité des équations, c'est-a-dire leur
indépendance par rapport au systéme d'unité, permet, a partir des relations entre les
variables dimensionnelles de former un systeme équivalent de variables sans dimensions
gui sont des produits des précédentes. Cette opération permet de réduire le nombre de
variables décrivant le probleme physique en ne considérant que des parametres
adimensionnels.

L e théoreme de Vaschy-Buckingham

Enoncé en 1914, il prouve que si un probléme peut sécrire en fonction de relations entre n
variables dimensionnelles fondamentales, aors il existe des relations équivalentes
fonctions de m produits adimensionnels indépendants formeés a partir de ces variables. De
plusil indigue précisément le nombre m de produits adimensionnels indépendants que I’ on
peut former a partir des n variables dimensionnelles fondamental es du probleme.

Pour un probléme de dynamique sans considération thermodynamique, onam=n - 3, pour
un probléme cinématiqueonam=n- 2.

Déter mination des paramétres adimensionnels

Dans un probleme de mécanique, la détermination des parametres (ou produits)
adimensionnels est possible en utilisant le fait que chague grandeur G soit le produit de
puissances de trois grandeurs fondamentales : lalongueur, la masse et |e temps.
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On note [G] les dimensions de la grandeur G et L, M, T les dimensions respectives des
longueurs, masse et temps. [G] peut alors sécrire sous la forme : [G] = L& Mb T¢, par
exemple pour unevitesse V,ona[V] =L T2

Les parametres dimensionnels peuvent alors étre combinés en produits de puissances
formant des paramétres de dimension LO MO TO=1, donc adimensionnels. Il existe des
méthodes systématiques pour déterminer une seérie de parametres adimensionnels
indépendants, mais on peut auss les déterminer par tatonnement.

Exemple: Systéme masse/ ressort.

Faisons I’ é&ude dimensionnelle d’ un probléme dynamique, celui d’ un ressort de raideur k a
I’ extrémité duquel est placée une masse m. La masse est écartée de sa position d’ équilibre
d’ une distance x, puis lachée.

Les parametres fondamentaux permettant de décrire le mouvement de la masse m sont :

Variable dimensionnelles Dimensions
t: temps T

X : position delamasse al’instant t L

Xo . position initiale de la masse L

m: masse M

k : raideur du ressort. MT?

L e théoreme de V aschy-Buckingham nous dit que le nombre de paramétres adimensionnels
indépendants est 2 (5-3) car nous sommes dans e cas d’ un probleme dynamique.
[l faut donc trouver 2 combinaisons indépendantes de ces 5 parameétres fondamentaux.
On trouve facilement les deux parametres adimensionnels suivants :

x  tk

X om
Ains I’analyse dimensionnelle de ce probleme d’ oscillation de ressort nous indique que
I’ équation du mouvement de la masse m peut s écrire al’ aide de ces deux seuls parametres.
L’ analyse dimensionnelle ne permet pas de connaitre précisement la relation qui décrit le

mouvement mais elle prouve qu’ elle existe et qu’ elle est unique.

Il suffit de faire une seule expérience sur un cas particulier de systéme masse/ressort (en
fixant xo, kK e m) pour connaitre le comportement, c’ est-a-dire les variations de x en
fonction de t, de tout autre systeme de ce genre. On peut alors tres bien choisir comme

parametres adimensionnels % et vk/m.t afin de faire apparaitre clairement x et t (en

: L Pk o . .
prenant la racine carrée de Iy on ne change pas la représentativité du parametre qui est

positif, car latransformation est bijective de R* dans R").
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L’ analyse dimensionnelle fait ainsi apparaitre deux coefficients caractéristiques du systeme
bien connu par ailleurs sous les noms d amplitude notée A= x, et de pulsation notée
w=+k/m puisgque nous avons afaire a un oscillateur harmonique sinusoidal.

En effet, la résolution effective du probléemeen utilisant la relation fondamentale de la
dynamique donne larelation suivante :
X=X, C0s wt otl w=+k/m
gue I'on peut aussi écrire en fonction des paramétres adimensionnels déterminés
précédemment :
X t?k

Xy m

Dans ce probleme, on aboutit facilement & une solution analytique du mouvement de la
masse, |’ analyse dimensionnelle N’ apporte par conséquent pas d' éément réellement utile.
Cependant il existe de trés nombreux cas complexes ou |’ analyse dimensionnelle apporte
des indications extrémement précieuses. De plus ses applications sont variées.

Applications del'analyse dimensionnelle

Exploitation d'expériences: La réduction du nombre de paramétres élargit la
portée d'une expérience réalisée pour une configuration particuliére. La détermination des
produits adimensionnels indépendants permet donc de réduire considérablement le nombre
d’ expériences tout en donnant des résultats généraux.

Etablissement d'abaques : Les paramétres adimensionnels permettent d’ dlargir la
portée d’un résultat par rapport a un calcul mené avec des variables dimensionnelles. Dela
vient I’intérét des abaques établis en fonction de variables adimensionnelles.

Etablissement des lois de similitude: L'analyse dimensionnelle trouve aussi une
puissante application dans la similitude dimensionnelle. En effet les relations de passage
d'un prototype a un modél e réduit découlent directement d'une analyse dimensionnelle.

3 - Similitude dimensionnelle
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La similitude dimensionnelle est I'étude des lois régissant le passage entre les grandeurs
d'un modéle réduit et celles du prototype associé. L'analyse dimensionnelle est ala base de
|a détermination de ceslois.

On avu que I'analyse dimensionnelle utilisait la propriété d’ homogénéité des équations de
la physique, ¢ est-a-dire leur indépendance par rapport au systeme d’ unité. Or un probleme
de similitude revient a un probléme de changement d unité car dans les équations, le
facteur d'échelle intervient de la méme maniére qu’ un coefficient de changement d’ unité de
mesure. Celaimplique une premiére propriété de la similitude.

Premiéere propriété dela similitude et notation de Mandel

Les différentes échelles de longueur, masse, contrainte, etc., sont liées entre elles de la
méme maniére que les unités de mesure cohérentes (C est-a-dire permettant |’ écriture
d’ équations homogenes) et elles restent les mémes quelles que soient les longueurs,
masses, contraintes mesurées. On peut donc chercher a définir pour chaque grandeur (et
non chague parameétre dimensionnel) du probleme étudié, e facteur d'échelle permettant de
passer du prototype au modele réduit. Nous prendrons comme notation des facteurs
d'échelle, celle utilisée par Mandel.

Notation de MANDEL : soit up une grandeur relative au prototype et up la
grandeur correspondante pour le model e réduit.

*

On note alors avec une étoile le rapport de ces deux grandeurs: u= llj—r;

*

u est lefacteur d échelle attaché ala grandeur u.

<L>
S
Facteur d’échelle U
U,
* [
U,=U.U,
Prototype Modele réduit

Figure 1 : Facteur d échelle suivant la notation de Mandel.

Deuxiéme propriété et similitude compléte
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Dans un cas idéal, on déduit du théoreme de V aschy-Buckingham une deuxieme propriété
qui dit qu’un modéle réduit est représentatif du prototype si les paramétres adimensionnels
décrivant complétement les deux systemes, sont égaux simultanément. On dit dans ce cas
gue lasimilitude est compléete.

Similituderestreinte et effet d'échelle

Il est souvent difficile, et parfois méme impossible de réaliser une similitude compléete. On
est alors amené a négliger certains facteurs au bénéfice d'autres qui paraissent plus
importants compte tenu des phénomeénes que |'on veut observer. Dans ce cas on réalise une
similitude restreinte.

Il est important de sassurer pour une similitude restreinte que les phénomenes que I'on
néglige aient la méme importance dans le prototype et le modele réduit. En effet, il peut
arriver qu'un phénomeéne soit négligeable a I'échelle réelle et prépondérant a échelle
réduite. Un exemple classique de ce genre de probleme apparait avec la tension
superficielle qui n'a pas dinfluence sur les vagues de I'océan, mais qui est prépondérante
dans un modéle de port dont les vagues ont moins de 3 cm de hauteur.

On appelle effets d'échelle les influences différentes gu'un méme phénomene peut prendre
suivant les dimensions de I'objet d'étude. Un moyen de diminuer ces effets est d'augmenter
le plus possible lataille du modéle réduit.

Lesloisdela similitude

Pour établir les lois de la similitude, on ne sintéresse plus aux parametres particuliers aun
probleme, comme le diamétre d'un tunnel, mais aux grandeurs (comme les longueurs, les
forces, les déformations etc.) et aux facteurs d'échelle associés. C'est-a-dire que I’on
regroupe les parameétres par types. Par exemple tous les parametres du type “longueur”
seront affectés dans les lois de similitude d’'un méme facteur d'échelle. Ceci est la
consequence de la premiere propriété de la similitude que |I’on a énonceé plus haut. Pour
connaitre les relations liant les facteurs d'échelle, on se base sur les lois connues de la
physique. Ce sont ces lois, qui dans le cadre de la mécanique, sont détaillées ici. Elles ont
pour origine les équations d’ équilibre et les |ois de comportement des matériaux.

L oisissues des équations d’équilibre de la mécanique

Pour gue les conditions de similitude soient respectées, il faut que les équations de la
meécanique restent identiques pour le modéle et le prototype. Cette identité nous conduit a
larelation liant les facteurs d’ échelle suivantes :

* * %

F = ma issue delarelation fondamental e de la dynamique.
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*
F
Deplus, d aprésles définitionsde o, petaonaoc=—+, p=
c

*

avec | lefacteur d’ échelle lié aux longueurs (ou échelle de réduction du modele).

De ces deux relations, on peut déduire les facteurs d'échelle de chague grandeur

moyennant certaines hypothéeses sur le matériau (conservation de la masse volumique) et

les forces de masse (centrifugation ou gravité terrestre).

Habituellement on suppose gue le prototype et le modéle ont la méme masse volumique.
*

Ceci amene aécrireque p = 1.

Conditionsde similitude en gravitéterrestre

*

La modélisation sous gravité terrestre implique que g reste contant dou g = 1. g éant

* *

homogeéne a une accélération on en déduit alorsque o = | et que le facteur d échelle sur
* *

le temps dynamique vérifiel’ égalité t = | V2,

Conditions de similitude en centrifugeuse
La centrifugation a pour but d augmenter |e champ de contrainte du modele pour arriver a
*

un champ égal acelui du prototype. Cette exigence implique lapremiérerelation o = 1.
* *

On déduit alors g = | -1. Ce qui signifie que I’ augmentation de g dans la centrifugeuse

doit étre inversement proportionnelle al’ échelle du modele.

* *

Lefacteur d’ échelle sur letemps dynamiqueest dors t= 1 .

Relationsissues des lois de comportement : casdel’ élasticitélinéaire
Les lois de comportement des matériaux définissent les relations qui lient les contraintes
aux déformations. Ces lois font ressortir un certain nombre de parametres caractéristiques
du matériau qui eux aussi doivent vérifier des lois de similitude. On donne ici le cas de
I’ élasticité linéaire. La relation liant les contraintes aux déformations en éasticité linéaire
est données par :

o=E¢
* *
€ est un paramétre adimensionnel donc & = 1. Pour la méme raison, v = 1. On en déduit
* * * * * *
que: E= o. Dansle cas delapesanteur terrestre (g=1) ona E= 0= | et danslecasdela
* * * *
centrifugation (g= | -Y)onaE=o=1.
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* *
Symbole Grandeur (G) Dimension Gter. |G centrif.
I Longueur L T T
€ Déformation 1 1 1
*

g Pesanteur LT-2 1 | -1

t Temps dynamique T T 12 T

P Masse volumique ML-3 1 1

o] Contrainte ML-1T-2 T 1

*

E Module d’ Y oung ML-1T-2 | 1

Vv Coefficient de Poisson 1 1 1

F Force MLT-2 T 3 T >

S Surface L2 T > T >
\% Volume L3 T 3 T 3
m Masse M T 3 T 3

Tableau 1 : Récapitulatif des conditions de similitude sous gravité terrestre et en
centrifugeuse.
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Ex1:

Ex 2:

Ex 3:

Exercices d’application

On fait la maquette a I’échelle 1/10 d’'une table en bois dont le plateau, de
dimensions1 mx 2 m, a2 cm d épaisseur. Latable pese 6 kg.

En supposant que I’on utilise le méme bois pour la maquette et pour le prototype,
donner les dimensions et |e poids de la maquette.

On suspend une sphére en plomb de 1kg & un fil de 0,5 mm? de section. Ce fil se
casse s |I’on 'y suspend une masse de 2 kg.

Calculer la contrainte dans une section du fil, ains que la contrainte a la rupture du
fil.

1) On veut faire un modéle du systeme masseffil, a une échelle 5 fois plus grande,
en utilisant les mémes matériaux.

2) Donner pour le modele, la masse de la sphere, la section du fil ainsi que la
contrainte dans le fil. Que peut-on en déduire ?

Une sphére de rayon R, est suspendue & un parachute d’ une surface de 1 m% On
suppose qu’'un vent ascendant (produit par une soufflerie) génere une pression de
100 Pasur le parachute, et fait décoller la sphere.

1) En supposant que la sphére ait une masse volumique p de 10 kg/m?, calculer le
rayon de la sphére.

2) On fait un modele réduit au 1/5 de ce systeme, en utilisant |es mémes matériaux.
Calculer le rayon de la sphere ainsi que la pression exercée par le vent pour que la
sphere décoalle.

3) On fait toujours un modéle réduit au 1/5, mais cette fois-ci en supposant que la
pression exercée par le vent reste égae a 100 Pa. Que doit valoir la masse
volumique de la sphére, pour qu’ elle décolle pour une pression de 100 Pa?
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